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ϵ展開を用いたユニタリー・フェルミ気体の研究

西田祐介1

Institute for Nuclear Theory, University of Washington

要旨：本稿では、2007年日本物理学会若手奨励賞（理論核物理）の受賞対象となった論文 [1]

“ϵ expansion for a Fermi gas at infinite scattering length,”

Yusuke Nishida and Dam Thanh Son, Phys. Rev. Lett. 97, 050403 (2006)

について、関連論文 [2, 3]の結果も交えながら解説します。

1. 冷却原子気体における超流動状態の実現

2004年にアルカリ原子 40K, 6Liを用いて、新しいフェルミ粒子系の超流動状態が実現されました

[4, 5]。これまでの金属超伝導やヘリウム超流動にはない大きな特徴として、これらの原子系では様々

な実験環境を自由にデザインできるということがあげられます。特にフェッシュバッハ共鳴を用いれ

ば、磁場を変化させることで粒子間の相互作用を特徴付ける散乱長を自在に制御することができます。
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図 1: 40Kにおける s波散乱長 a（単位はボーア

半径 a0）[6]。横軸は磁場（ガウス）。

図 1には、実際に測定された 40Kにおける異な

る超微細構造準位間の s波散乱長 aが磁場の関数

としてプロットされています。図からも明らかな

ように、aは正負ともにその絶対値が小さな値か

ら非常に大きな値 |a| ∼ 2000 a0（a0はボーア半

径）まで自在に変えることができます。このよう

に原子気体を用いた実験は、量子多体問題を議論

する上で非常にクリーンで自由度の高い理想的な

舞台を我々に提供するということが言えます。

ここで次のような原子気体の理想化を考えま

す。原子間力の到達距離 r0は 40Kで r0 ∼ 60 a0、
6Liで r0 ∼ 30 a0程度ですから、散乱長に比べて

相互作用の到達距離を無視する（r0/a → 0）こ

とができます2。さらに異なる 2つの超微細構造

準位を単にスピン ↑状態と ↓状態と見立てること
により、原子を短距離力 (r0 = 0)で相互作用するスピン 1/2のフェルミ粒子と見なすことが可能にな

ります。異なるスピン状態間の相互作用の強さを特徴付ける散乱長は、引力が弱い極限 a−1 → −∞か
ら引力が強い極限 a−1 → +∞まで、連続的に変化します。ここでは同じスピン状態間の相互作用は
考えません。このような理想化の下では、原子気体の問題は短距離力（コンタクト相互作用）で相互

1e-mail address: nishida@phys.washington.edu
2この理想化の下では、系の性質は相互作用ポテンシャルの詳細に依らなくなる（散乱長のみに依存する）ことから普遍

的 (universal)と呼ばれます。
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図 2: BCS-BECクロスオーバーの模式図。横軸は kFで規格化した散乱長の逆数 (akF)−1、縦軸は空

間次元 d。

作用する非相対論的なスピン 1/2のフェルミ気体の問題として捉えることができます。ここで理論と

して明らかにするべきことは、フェルミ気体のフェルミ運動量を kFとしたとき、基底状態とその性

質が無次元のパラメータ−∞ < (akF)−1 < ∞とともにどのように変化するのかということです。

2. BCS-BECクロスオーバーとユニタリティ極限

この問題に対する定性的な理解は BCS-BECクロスオーバー [7, 8, 9]と呼ばれるもので与えられま

す（図 2：横軸）。フェルミ粒子間の引力が非常に弱いとき (akF → −0)には、 BCS機構によりフェル

ミ気体は超流動転移をするということが知られています。逆にフェルミ粒子間の引力が非常に強い極

限 (akF → +0)では、まずフェルミ粒子対が束縛状態を形成し、その束縛分子（ボーズ粒子）がボー

ズ・アインシュタイン凝縮 (BEC)を起こすことで超流動状態となります。(akF)−1 → ±∞の両極端
の基底状態が超流動であることから、−∞ < (akF)−1 < ∞の全領域に渡ってフェルミ気体は超流動
状態であり、かつ相転移がなく連続につながっている（クロスオーバー）と考えられています3。

akFが負で小さいときには、系は弱く引力相互作用するフェルミ気体ですので、|akF| ≪ 1を展開

パラメータとする摂動展開によって定量的な解析が可能になります。ただし、この極限では超流動性

は非摂動効果（エネルギー・ギャップ：∆ ∼ eπ/(2akF)）です。また、akF が正で小さいときには、系

は弱く斥力相互作用するボーズ気体として理解することができます。ここでは、ボーズ分子間の散乱

長は 0.6 a > 0で与えられ、やはり akF ≪ 1を展開パラメータとする摂動展開が可能になります。こ

の極限は、元のフェルミ粒子間の引力に関しては強結合ですが、束縛分子対の系として見れば弱結合

系となっていることに注意してください。

このように (akF)−1 → ±∞の弱結合領域（図 2の左右両端）に関しては、定性的かつ定量的な理解

が可能です。しかし、|akF|−1 . 1の領域（図 2の中央）では、明らかに先程の摂動展開は破綻してし

まいます。特に、akF → ∞の極限はユニタリティ極限と呼ばれ、展開パラメータが発散するという
意味で強結合極限と言えます。（この極限は、ちょうど束縛エネルギーがゼロの束縛分子が現れる点に

3数学的に証明されたわけではないですが、数値シミュレーションや実験結果から、それが最も確からしいと考えられて
います。また akF → ±0で異なる振る舞いを示すことから、akF = 0には明らかに特異点があります。
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一致します。）実際に、原子気体を用いた実験では、フェッシュバッハ共鳴近傍（図 1のB ≃ 224G）

がまさにこのユニタリティ極限に対応しています4。このような強結合のフェルミ気体（ユニタリー・

フェルミ気体）の性質を明らかにすることが、実験的にも理論的にも現在進行形の重要な課題です。特

に理論にとっては、強相関量子多体系を扱うことになるため、非常に挑戦的な課題であると言えます。

3. ユニタリー・フェルミ気体に対する理論的なアプローチ

ユニタリー・フェルミ気体に対する理論的なアプローチは、主に次の 3つに分類できると思います。
1. 平均場近似（+揺らぎ）を用いた計算

2. モンテ・カルロ法に基づく数値シミュレーション

3. 系統的な展開を用いる方法
まず、平均場近似計算は定性的には有効である場合もありますが、ユニタリー・フェルミ気体のよう

な強結合極限においてどの程度有効であるかは定かではありません。モンテ・カルロ数値シミュレー

ションは、理論的には最も信頼できる方法ですが、有限の粒子数、有限の格子間隔、有限の空間サイ

ズに限られます。また、2つのスピン状態の粒子数が異なる場合には負符号問題が避けられません。

最後の「系統的な展開を用いる方法」とは、ユニタリー・フェルミ気体の問題を仮想的に拡張するこ

とで小さな展開パラメータを作り、そのパラメータを使って系統的な展開を行う方法です。例えば、

フェルミ粒子の種類の数N での展開（1/N 展開）、空間次元 dでの展開（1/d展開）などが考えられ

ます。この方法では、展開パラメータを最終的に現実の値に外挿する操作が必要となります。

本稿では、「系統的な展開を用いる方法」として、空間次元の 4あるいは 2からのずれを展開パラメー

タとするアプローチを紹介します。まずユニタリー・フェルミ気体の問題を一般の空間次元 2 < d < 4

に拡張し、より広い視点から捉えることを考えてみます（図 2：縦軸）。

4. 4次元と 2次元の特殊性：直感的な議論

ユニタリー・フェルミ気体において、空間次元が 4と 2の特殊性を初めて指摘したのはNussinovた

ちです [10]。異なるスピンを持ったフェルミ粒子間の相対距離を rとすると、2体の波動関数はユニ

タリティ極限では ψ(r) ∼ 1/rd−2 (r ∼ 0)のように振る舞います5。ここで、波動関数の規格化積分∫
dr ψ(r)2 =

∫
0
dr

1
rd−3

(1)

を考えると、空間次元が 4以上のときには積分が原点で発散することが分かります。従って、空間次

元が限りなく 4に近い極限では、規格化された波動関数は原点のみに有限の値を持つと言えます。つ

まり、フェルミ粒子対はあたかも点状のボーズ粒子のように振る舞います。このことから、Nussinov

たちは、ユニタリー・フェルミ気体は d → 4の極限で自由なボーズ気体に帰着すると予想しました。

一方、空間次元が 2以下のときには、どんなに弱い引力ポテンシャルも束縛状態を作ることが知ら

れています。従って d = 2では、ユニタリティ極限（束縛エネルギーがゼロの極限）はゼロ相互作用

に対応すると言えます。これは、波動関数ψ(r) ∼ 1/rd−2の原点での特異性が d → 2の極限でなくな

ることからも理解できます。このことから、ユニタリー・フェルミ気体は d → 2の極限で自由なフェ

ルミ気体に帰着すると予想できます。
4中性子-中性子散乱の s波散乱長は −18.5± 0.3 fmであり、核力の到達距離 1/mπ ≃ 1.4 fmよりも十分に大きいのでユ

ニタリティ極限に近いと言えますが、この場合は有効距離 re ≃ 2.7 fm も大きいためそれを無視するのはあまり良い近似で
はありません。

5コンタクト相互作用がある場合、s波のシュレーディンガー方程式の解は原点で ψ(r) ∼ r2−d − sgn(a)|a|2−d +O(r4−d)

と振る舞いますが、a → ∞となるように境界条件を課すことがユニタリティ極限（ゼロ束縛エネルギー）に対応します。
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図 3: 真空中でのフェルミ粒子対の散乱。4次元近傍での散乱振幅は、ボーズ粒子の伝播と書き表すこ

とができ、そこでのフェルミ粒子対とボーズ粒子の有効結合定数は gとなります。一方、2次元近傍

では、散乱振幅は有効結合定数 ḡ2によるコンタクト相互作用と書き表せます。

5. 場の理論を用いた定式化

こうした Nussinovたちによる直感的な議論は、場の理論的な手法を用いてより厳密な形で言い直

すことができます。短距離力で相互作用するスピン 1/2のフェルミ粒子（質量m）は次のラグランジ

アン密度で記述されます。

L =
∑

σ=↑,↓
ψ†

σ

(
i∂t +

∇2

2m

)
ψσ + c0 ψ†

↑ψ
†
↓ψ↓ψ↑ . (2)

ここでコンタクト相互作用の裸の結合定数 c0は、物理量である s波散乱長 aと

1
c0

= − m

4πa
+

∫
dk

(2π)3
1

2εk

(
εk =

k2

2m

)
(3)

により関係付けられます。ユニタリティ極限 a → ∞では、右辺第 1項はゼロとなります。

これを一般の空間次元 dに拡張し、d → 4と d → 2の特殊性を見るために、まず密度ゼロの真空中

でのフェルミ粒子対の散乱問題を考えてみます。2体散乱の散乱振幅（T 行列）は、図 3にあるよう

にバブル図形の無限和で与えられます。式 (3)を用いれば、ユニタリティ極限での厳密な表式は簡単

に得られ、

iT (p) = −i

(
4π
m

)d/2

Γ
(
1 − d

2

) (
−p0 +

εp

2
− iδ

)1−d/2
(4)

となります。分母のガンマ関数は d = 2, 4, . . .で極を持ちますから、散乱振幅は d = 2, 4でゼロとな

ります。これは、d → 4と d → 2の極限では相互作用がなくなることを意味します。

さらに 4次元近傍では、T 行列に d = 4 − ϵを代入し、ϵの 1次まで展開することにより

iT (p) = −8π2ϵ

m2

i

p0 − εp

2 + iδ
+ O(ϵ2) (5)

を得ます。D(p) ≡
(
p0 − εp

2 + iδ
)−1の部分は、ちょうど質量 2mの粒子の伝播関数（プロパゲーター）

と同じ形をしていますから、散乱振幅はフェルミ粒子対が点状のボーズ粒子を形成しそれが伝播して

いるものとして理解できます（図 3：上）。ここでのフェルミ粒子対とボーズ粒子との有効的な結合定

数 gは

g2 =
8π2ϵ

m2
(6)
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で与えられます。ここで重要な事実は、有効結合定数 g ∼
√

ϵは 4次元近傍 (ϵ ≪ 1)で小さいという

ことです。従って、4次元近傍のユニタリー・フェルミ気体では、この有効結合定数 g ≪ 1を展開パ

ラメータとする系統的な「摂動」展開が可能であるということが言えます6。

一方、2次元近傍では、T 行列に d = 2 + ϵ̄を代入し、ϵ̄の 1次まで展開することにより

iT (p) = i
2π

m
ϵ̄ + O(ϵ̄2) . (7)

を得ます。ϵ̄の最低次では、散乱振幅は外線のエネルギー・運動量 (p)に依らないので、フェルミ粒子

対は単に有効結合定数が

ḡ2 =
2π

m
ϵ̄ , (8)

で与えられるコンタクト相互作用をしているものとして理解できます（図 3：下）。やはり、ここで重

要な事実は、有効結合定数 ḡ2 ∼ ϵ̄は 2次元近傍 (ϵ̄ ≪ 1)で小さいということです。従って、2次元近

傍のユニタリー・フェルミ気体では、この有効結合定数 ḡ2 ≪ 1を展開パラメータとする系統的な「摂

動」展開が可能であるということが言えます。

ここで図 2に戻りますと、ユニタリー・フェルミ気体 (akF → ∞)は、4次元近傍では弱結合のフェ

ルミ・ボーズ混合気体、2次元近傍では弱結合のフェルミ気体として記述することができます。そこ

では空間次元のずれ ϵ = 4 − d（あるいは ϵ̄ = d − 2）が結合定数の役割をし、ϵ (ϵ̄)が小さいときには

それを展開パラメータとする摂動展開を行うことが可能となります。こうした系統的な展開を用いて

空間次元が 3の強結合領域を理解しようとする研究が、本稿で解説するアプローチです。

6. 有限密度系への拡張と ϵのべき勘定則

前節の議論は密度ゼロの場合でしたが、ϵ (ϵ̄)展開のアイデアはつかめたかと思います。ここではユ

ニタリー・フェルミ気体を記述するために、有限密度系での定式化とそこでの ϵ = 4 − d展開のべき

勘定則 (power counting rule)を議論します。この節の説明は技巧的にならざるを得ないのですが、必

要のない方は飛ばされても次節以降の結果は理解できると思います。

有限密度系への拡張は、式 (2)のラグランジアン密度に化学ポテンシャル µψ†
σψσ を導入すること

で行えます。4点相互作用項に対しハバード・ストラトノヴィッチ変換を施し、南部-ゴルコフ表示

Ψ = (ψ↑, ψ
†
↓)

Tを用いることにより、ラグランジアン密度を次のように書き直すことができます。

L = Ψ†
(

i∂t +
σ3∇2

2m
+ σ3µ

)
Ψ − 1

c0
ϕ∗ϕ + Ψ†σ+Ψϕ + Ψ†σ−Ψϕ∗ . (9)

ここで σ± = 1
2(σ1 ± iσ2)であり、σ1,2,3は 2行 2列のパウリ行列です。これからの計算では、簡単の

ため次元正則化を用いることにします7。次元正則化では、式 (3)の右辺第 2項もゼロとなるので、裸

の結合定数 c0はユニタリティ極限で c0 → ∞となり、上式第 2項 1
c0

ϕ∗ϕを落とすことができます。

有限密度系の基底状態は超流動状態ですので、補助場 ϕは有限の真空期待値 ⟨ϕ⟩ = ϕ0を持ちます。

ϕを実数に選んだ ϕ0の周りで展開することで、

ϕ = ϕ0 + gφ , g =
(8π2ϵ)1/2

m

(
mϕ0

2π

)ϵ/4

(10)

6当然ですが、ここで言う「摂動」展開は、本来の akF を展開パラメータとする摂動展開とは区別する必要があります。
本来の意味では、ϵ展開は非摂動的手法です。

7もちろん、カットオフ正則化（運動量積分にカットオフ Λを導入し、式 (3)を使って発散を処理してから Λ → ∞をと
ります）を用いても最終的に同じ結果を得ます。
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と書くことができます。ここで揺らぎの場φの前に、前節で議論した有効結合定数 gを導入しました。

式 (6)にはなかった余分な因子は、φが非相対論場と同じ次元を持つように選びました8。式 (10)をラ

グランジアン密度 (9)に代入し、Lを次で定義される 3つの部分の和として、L = L0 +L1 +L2と書

き直します。

L0 = Ψ†
(

i∂t +
σ3∇2

2m
+ σ+ϕ0 + σ−ϕ0

)
Ψ + φ∗

(
i∂t +

∇2

4m

)
φ ,

L1 = gΨ†σ+Ψφ + gΨ†σ−Ψφ∗ + µΨ†σ3Ψ + 2µφ∗φ ,

L2 = −φ∗
(

i∂t +
∇2

4m

)
φ − 2µφ∗φ .

(11)

φ場の運動項と化学ポテンシャル項をそれぞれ L0と L1に加え、同じものを L2で引いています。当

然ながら、和L0 +L1 +L2は式 (9)に等しく、何も変更を加えていないことに注意してください。L0

は非摂動項、L1は摂動項、L2は発散を打ち消すためのカウンター項の役割をします。

まず非摂動部分 L0は、フェルミ粒子を表す場Ψの伝播関数

G(p) =
1

p 2
0 − E 2

p + iδ

(
p0 + εp −ϕ0

−ϕ0 p0 − εp

) (
Ep =

√
ε 2

p + ϕ 2
0

)
(12)

とボーズ粒子を表す場φの伝播関数D(p)を生成します。摂動部分L1の最初の 2項は、結合定数 gに

比例するΨ場と φ場の間の相互作用を表します。また最後の 2項はΨ場と φ場の化学ポテンシャル

項ですが、後にギャップ方程式を解くことで µ/ϕ0 ∼ ϵであることが分かるので、初めから化学ポテン

シャル µは小さいものとして摂動として扱います。 + = O(�)(a) (b)+ = O(�2)() (d)
�i�0
�2i�

図 4: 実線はΨ場の伝播関数 iG、点線は φの伝

播関数 iDを表します。×印は化学ポテンシャル
µを表します。

ここで一般のファインマン図形がどのような ϵ

のべきを持つか考えてみます。g ∼
√

ϵ、µ/ϕ0 ∼ ϵ

ですから、あるファインマン図形が持つ ϵのべき

は、図形に含まれる結合定数の数Ngと化学ポテ

ンシャルの数 Nµ を用いて、簡単に Ng/2 + Nµ

で与えられることが予想されます。しかし、図 4

の (a)のファインマン図形は、ループ積分が 4次

元で対数的に発散しているために、d = 4 − ϵ次

元では ϵの逆べきを出し、上の簡単な規則は一見

成り立ちません。ここでこの図形にL2のカウン

ター項の 1つ、Π0(p) = p0−εp/2、から生成され

るファインマン図形 (b)を足すと、ϵの逆べきに

比例する項を打ち消すことができます。従って、

(a)と (b)の和が持つ ϵのべきは、元のNg/2 + Nµから予想される 1で与えられます。

同様に、図 4の (c)のファインマン図形においても、ループ積分が ϵの逆べきを出します。この図

形に L2のもう 1つのカウンター項、−2µ、から生成されるファインマン図形 (d)を足すことで、ϵの

逆べきに比例する項を打ち消すことができます。従って、(c)と (d)の和が持つ ϵのべきは、やはり

Ng/2 + Nµに従い 2で与えられます。
8この因子の違いは常に φの定義に吸収できるので、最終結果はこの因子の選び方に依りません。
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図 5: 有効ポテンシャルに寄与するO(ϵ)

までのファインマン図形。

これらのファインマン則と ϵのべき勘定則をまとめると、あるファインマン図形が与えられたとき、

もしその図形に図 4(a)、あるいは図 4(c)が含まれていたら、その部分を 4(b)、あるいは図 4(d)でそ

れぞれ置き換えたファインマン図形を足します。この約束の下で、そのファインマン図形が持つ ϵの

べきは、Ng/2 + Nµで与えられます（その図形はオーダー O
(
ϵNg/2+Nµ

)
であると言います。）。ただ

し、たった一つだけ例外があり、化学ポテンシャルを 1つ含んだΨ場の 1ループ真空図形（図 5：中

央）はオーダーO(ϵ)ではなく、ループ積分が ϵの逆べきを出すことからO(1)となります。

また、ここでは詳述しませんが、ϵ̄ = d − 2による展開も同様に定式化することができます [2]。

7. ユニタリー・フェルミ気体における ϵ展開

状態方程式 — 前節で詳述した ϵのべき勘定則を使って、ユニタリー・フェルミ気体の様々な物理量

について ϵの系統的なべき展開を行うことができます。ここでは、まずユニタリー・フェルミ気体の

状態方程式を求めてみます。ゼロ温度のユニタリティ極限では、kF以外に次元を持つ量が存在しない

ことから、熱力学量の間に次の簡単な関係式が存在することを示すことができます。

P

εFN
=

2
d + 2

ξ ,
E

εFN
=

d

d + 2
ξ ,

µ

εF
= ξ . (13)

ここで P は圧力、Eはエネルギー密度、εF = k 2
F/2mは粒子数密度N から決まるフェルミ・エネル

ギーです。ξは空間次元のみによる無次元数です。中央の表式の d
d+1 εFN ≡ Efreeが自由フェルミ気

体のエネルギー密度に一致することから、ξ = E/Efreeは密度を固定したときにユニタリティ極限の

引力相互作用によってどれだけエネルギーを得したかを示す量であると言えます。このようにゼロ温

度のユニタリー・フェルミ気体の状態方程式は、ただ一つの普遍パラメータ ξだけで決まります。

場の理論を用いた定式化では、熱力学量は有効ポテンシャル Veff を計算することによって求められ

ます。ϵの最低次とその次の次数までの有効ポテンシャルに寄与するファインマン図形は 3つあり、図

5に挙げられています。その他全てのファインマン図形は ϵのべきがさらに掛かるため、ϵが小さいと

き無視できます。実際にループ積分を実行することにより、

Veff(ϕ0) =
[
ϕ0

3

{
1 +

7 − 3(γ + ln 2)
6

ϵ − 3Cϵ

}
− µ

ϵ

{
1 +

1 − 2(γ − ln 2)
4

ϵ

}](
mϕ0

2π

)d/2

+ O(ϵ2)

(14)

を得ることができます。ここで C = 0.14424は数値積分を実行して得られる定数です。

超流動の秩序変数 ϕ0の値は、有効ポテンシャルを最小化する（=ギャップ方程式を解く）ことで

ϕ0(µ) =
2µ

ϵ
[1 + (3C − 1 + ln 2) ϵ] (15)

と決まります。これにより前節で仮定した事実 µ/ϕ0 ∼ ϵが確かめられます。このギャップ方程式の解

を式 (14)の有効ポテンシャルに代入することで、圧力 P (µ) = −Veff(ϕ0(µ))が得られます。この圧力
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図 6: Ψ場の自己エネルギーに寄与

するO(ϵ)のファインマン図形。

の表式から、状態方程式を決める無次元のパラメータ ξを

ξ =
ϵ3/2

2
exp

(
ϵ ln ϵ

8 − 2ϵ

)[
1 −

(
3C − 5

4
(1 − ln 2)

)
ϵ + O(ϵ2)

]
=

1
2
ϵ3/2 +

1
16

ϵ5/2 ln ϵ − 0.0246 ϵ5/2 + O(ϵ7/2)

(16)

のように、ϵのべき展開として求めることができます。

フェルミ準粒子の分散関係 — ϵ展開は、もちろん、他の物理量を計算するのにも使えます。ここで

は、超流動中のフェルミ準粒子の分散関係を求めてみます。ϵの最低次では、分散関係は裸の伝播関

数 (12)の極、ω(p) = Epで与えられます。O(ϵ)の自己エネルギーには、図 6に挙げた 3つのファイ

ンマン図形が寄与します。フェルミ準粒子の分散関係は、方程式 det[G−1(ω, p) + µσ3 −Σ(ω, p)] = 0

を解くことにより、

ω(p) = Ep +
Σ11 + Σ22

2
+

Σ11 − Σ22 − 2µ

2Ep
εp + O(ϵ2) (17)

と求められます。ここで Σ11 と Σ22 は自己エネルギー Σ(Ep, p) ∼ ϵの 2つの対角成分です。実際に

ループ積分を実行し式 (15)を用いれば、特に運動量が有限の値 |p| =
√

2mε0

ε0 = 2µ + O(ϵ2) (18)

で与えられるときに、分散関係は最低の励起エネルギー（エネルギー・ギャップ）

∆ =
2µ

ϵ

[
1 + (3C − 1 − 8 ln 3 + 13 ln 2)ϵ + O(ϵ2)

]
=

2µ

ϵ

[
1 − 0.345 ϵ + O(ϵ2)

]
(19)

を持つ、ということが分かります。

8. 3次元への外挿と数値シミュレーションとの比較

このように ϵ展開では、ユニタリー・フェルミ気体の様々な物理量を簡単な摂動展開を使って計算

することができます。もちろん、これらの結果は厳密には空間次元が 4に近い領域 (ϵ ≪ 1)で有効な

展開です。ここでは、これらの展開を、現実の空間次元が 3の場合に外挿するということを議論しま

す。その最も単純な方法は、ある次数までで ϵ展開を止めて ϵ → 1と置くことです。

式 (16)、(18)、(19)の結果に ϵ = 1を代入すると、d = 3で次のような値を得ることができます。

ξ ≈ 0.475 ,
ε0

µ
≈ 2 ,

∆
µ

≈ 1.31 . (20)

これらの値はモンテ・カルロ数値シミュレーションの結果 [11]、ξ ≃ 0.42(1)、ε0/µ ≃ 1.9、∆/µ ≃ 1.2、

に非常に近いことが分かります。本来 ϵ展開は 4次元近傍で有効であったことを考えると、これは驚

8
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図 7: 空間次元 dを横軸にとったときの状態方

程式のパラメータ ξの振る舞い。上の破線が ϵ

展開 (16)、下の点線が ϵ̄展開 (21)によるもの

です。中央の 3つの実線は、ボレル-パデ近似

を用いて 2つの展開をフィットしたものです。

d = 3での ⋄印は ξ ≃ 0.42(1) [11]を表します。

くべきことだと思います9。また、式 (16)と (19)のO(ϵ)の補正は、ϵ → 1と置いた後も、最低次の項

より十分小さい補正でしかないことも分かります。これらのことから、本来 4次元近傍で有効な、弱

く相互作用するフェルミ粒子とボーズ粒子の混合気体というユニタリー・フェルミ気体の描象は、空

間次元が 3の現実においても良い出発点になっているのではないかということが示唆されます。

また、平均場近似での値、ξ = 0.591、ε0/µ = 1、∆/µ = 1.16、と比べてみても、ϵ展開は改善され

た結果を与えると言うことができると思います。

9. ϵ̄ = d − 2展開とのマッチング

状態方程式 — ϵ展開を現実の空間次元が 3の場合に外挿する別の方法は、空間次元 2の近傍の結果と

組み合わせることです。詳述しませんでしたが、ϵ̄ = d − 2による展開も同様に実行することができ、

状態方程式を決めるパラメータ ξについて

ξ = 1 − ϵ̄ + O(ϵ̄2) (21)

という結果を得ます [2]。この結果と ϵ = 4− d展開による ξの結果 (16)を空間次元 dの関数としてプ

ロットしたものが図 7です。また、ボレル-パデ近似を用いて 2つの展開をフィットしたものも同時に

プロットしています。

図からも明らかなように、ξ = E/Efreeは d → 2で ξ → 1のように振る舞います。これは、4節で

議論した通り、ユニタリー・フェルミ気体が 2次元で自由なフェルミ気体に帰着するということから

理解できます。また d → 4では、ユニタリー・フェルミ気体は自由なボーズ気体に帰着するというこ

とを議論しました。そこでは全てのボーズ粒子は BECによりゼロ・エネルギー状態に凝縮し、かつ

束縛エネルギーもゼロなので、全エネルギーもゼロ (ξ → 0)となります10。

ϵ (ϵ̄)展開は d → 4 (d → 2)の極限での振る舞いをきちんと再現し、かつどのような傾きで ξ →
0 (ξ → 1)に近づいていくかを教えてくれます。式 (16)と (21)の 2つの展開をボレル-パデ近似を用

いてフィットし（図 7：実線）、空間次元 3に内挿することにより、ξ ≈ 0.378 ± 0.013を得ます。ここ

9臨界現象の理論においても、同様の ϵ展開の方法が非常に良い結果を与えるということが知られています。これらには
何か深い理由があるのでしょうか？

10空間次元 2 < d < 4を変数とするユニタリー・フェルミ気体の振る舞いが、3次元で −∞ < akF < ∞を変数とする
BCS-BECクロスオーバーと定性的に似ているのは興味深い点です。

9
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図 8: 空間次元 dを横軸にとったときの臨界温

度 Tc/εFの振る舞い。上の破線が ϵ展開 (22)、

下の点線が ϵ̄展開 (23)によるものです。中央

の 2つの実線は、ボレル-パデ近似を用いて 2

つの展開をフィットしたものです。d = 3で

の印は、上から Tc/εF ≃ 0.25 [15]、Tc/εF ≃
0.23(2) [13]、Tc/εF ≃ 0.152(7) [14]を表しま

す。

での不定性は、パデ近似子の選び方によるものです。参考のため、冷却原子気体を用いた最新の実験

では、ξ ≈ 0.41(15) [12]という値が得られています。

臨界温度 — 同様の解析を、ユニタリー・フェルミ気体の超流動相転移の臨界温度 Tcについても行う

ことができます [3]。ϵ = 4 − d展開からは

Tc

εF
=

√
2

3π2
− 0.0112 ϵ + O(ϵ2) = 0.260 − 0.0112 ϵ + O(ϵ2) (22)

を、ϵ̄ = d − 2展開からは、ゼロ温度でのエネルギー・ギャップ∆/εF = (2/e) e−1/ϵ̄より

Tc

εF
=

eγ

π

∆
εF

=
[

2
π

eγ−1 + O(ϵ̄)
]

e−1/ϵ̄ (23)

を得ることができます。これらの結果を空間次元 dの関数としてプロットしたものが図 8です。また、

ボレル-パデ近似を用いて 2つの展開をフィットしたものも同時にプロットしています。

図からも明らかなように、Tc/εFは d → 2で指数関数的に減少していきます。これは、ユニタリー・

フェルミ気体が d → 2で弱結合のフェルミ気体に帰着し、そこでは超流動性は非摂動効果∼ e−1/ϵ̄で

あることと整合しています。またユニタリティ極限での Tcを BEC極限の臨界温度 TBECと比較する

と、d → 4では Tc/TBEC →
√

8/9となります。自由なボーズ気体のBECの臨界温度は d = 4でボー

ズ粒子数密度の累乗根に比例しますから、臨界温度付近の 4次元のユニタリー・フェルミ気体では、

フェルミ粒子対 9個のうち 8対がボーズ粒子を形成し、1対が解離しているということが言えます。

これら 2つの展開をボレル-パデ近似を用いてフィットし（図 8：実線）、空間次元 3に内挿すること

により、Tc/εF ≈ 0.183±0.014を得ます。ここでの不定性は、パデ近似子の選び方によるものです。参

考のため、モンテ・カルロ数値シミュレーションでは、Tc/εF ≃ 0.23(2) [13]、Tc/εF ≃ 0.152(7) [14]、

Tc/εF ≃ 0.25 [15]、という値が得られています。ϵ展開の結果はそれ程遠くないと言えると思います。

10. まとめとその後の展開

ユニタリー・フェルミ気体は空間次元 4の近傍では、弱く相互作用するフェルミ粒子とボーズ粒子

の混合気体として理解することができます。そこでは、空間次元のずれ ϵ = 4 − dを展開パラメータ

とする系統的な摂動展開を行うことができます。その結果を、空間次元が 3の場合に外挿することに

10



より、あるいは ϵ̄ = d − 2展開と組み合わせることにより、数値シミュレーションや冷却原子気体を

用いた実験結果とも近い値を得ることができます。

ϵ展開は非常に簡便で汎用性の高い有効な手段であるために、その後様々な解析に用いられていま

す。ここでは触れられなかった話題として、2つのスピン状態の粒子数が異なる（分極がある）場合

のユニタリティ極限近傍の相構造 [2]、有限温度での熱力学 [3]、調和振動子型のポテンシャル中のエ

ネルギー固有値の計算 [16]、などがあります。以下の参考文献と筆者の学位論文 [17]を参照して頂け

れば幸いです。
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