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問題 1　《角運動量の合成》

(i) 角運動量演算子 J1、J2の合成 J = J
1
+ J

2
を考える。Jの成分 Ji (i = x, y, z)について以下の

交換関係を示せ。

[

J
2

1
, Ji

]

=
[

J
2

2
, Ji

]

= 0. (1)

(ii) 以下の交換関係を計算せよ。

[Jz , J1z ] , [Jz, J2z ] ,
[

J
2, J1z

]

,
[

J
2, J2z

]

. (2)

問題 2　《スピン間の相互作用》

以下のハミルトニアンで表される 2つのスピン 1/2の相互作用を考える。

H =
J

~2
S1 · S2. (3)

次の 4つのスピン状態を基底に取りハミルトニアンを行列で表せ：|↑〉 |↑〉 , |↑〉 |↓〉 , |↓〉 |↑〉 , |↓〉 |↓〉。行
列を対角化し、固有値、固有関数を求めよ。

問題 3　《スピン軌道相互作用》

粒子の軌道角運動量 Lとスピン角運動量 Sの合成を J = L + Sとおく。このとき次の式が成り立

つことを示せ。

[

L
2,L · S

]

=
[

S
2,L · S

]

= [Jz,L · S] = 0. (4)

問題 4《Paschen-Back効果》
軌道角運動量 l = 1とスピン角運動量 s = 1/2の間にスピン軌道相互作用があり、z方向に磁場B
がかかっている系のハミルトニアンは以下のようにかける。

H = ζL · S +
µBB

~
(Lz + 2Sz) ≡

2a

~2
L · S +

b

~
(Lz + 2Sz) . (5)

このハミルトニアンを次の基底を用いて行列表示せよ：|1,m〉 |σ〉 ,m = 1, 0,−1, σ =↑, ↓。また、エ
ネルギー固有値を求め、b/aの関数として図示せよ。この磁場による効果を Paschen-Back効果と
呼ぶ。

問題 5　《補充問題》

問題 2を 2つのスピン角運動量を合成することにより解け。

（裏に続く）



問題 6　《補充問題（Pauli行列）》
2×2の行列Aを以下のように Pauli行列で表す。

A = a0 + (a · σ). (6)

この時、

(i)AがHermiteであるための条件を求めよ。また、任意の 2×2のHermite行列がこのようにかけ
ることを示せ。

(ii)Aが SU(2)の元であるための条件を求めよ。また、任意の 2×2の SU(2)行列がこのようにか
けることを示せ。

問題 7　《補充問題（Pauli行列、構造定数）》
(i) U が SU(2)の元であり、無限に小さいスカラー量 εを用いて次のようにかけるとする：

U = 1 + εA. (7)

このとき行列Aの満たす条件を求めよ。AはRi = − i
2
σi(i = 1, 2, 3)を基底として表せることを示

せ。また、次の関係式を満たす fijkを構造定数と呼ぶ：

[Ri, Rj ] = fijkRk. (8)

上で定義したRiに対する構造定数を求めよ。

(ii) SO(3)行列についても同様の問題を考える。SO(3)の元U が U = 1 + εAとかけるとき、行列
Aの満たす条件を求め、Aは次のRi(i = 1, 2, 3)を基底として表せることを示せ。

R1 =





0 0 0
0 0 −1
0 1 0



 , R2 =





0 0 1
0 0 0
−1 0 0



 , R3 =





0 −1 0
1 0 0
0 0 0



 . (9)

また、Riに対する構造定数を求めよ。

問題 8　《補充問題（Pauli行列）》
2つの核子の間のポテンシャルは次のようにかける：

V = 3(σ1 · r)(σ2 · r)/r2 − σ1 · σ2. (10)

この時、σ = σ1 + σ2を用いてポテンシャルを表せ。

問題 9　《補充問題（軌道角運動量の消失）》

磁場がなく（時間反転対称性が破れていない）Hamiltonianのある固有状態に縮退がない時、その
状態における軌道角運動量の期待値が 0になることを示せ。

（以上）
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